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Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) 
 






Os conjuntos com uma infinidade de elementos, também chamados de conjuntos 
infinitos, têm propriedades que muito intrigaram e surpreenderam os matemáticos ao longo da 
história. Num primeiro exame, essas propriedades parecem contra intuitivas. Mas, nesse caso, 
a intuição, em geral, é aquela formada a partir da experiência com os conjuntos finitos. 
 
 As contribuições definitivas ao estudo dos conjuntos infinitos são devidas a Georg 
Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, na segunda metade do século XIX. 
 Georg F. L. P. Cantor nasce na Rússia, na cidade de São Petersburgo, em 3 de março 
de 1845, de pais dinamarqueses. Em 1856, aos 11 anos de idade, muda-se com sua família 
para Frankfurt, na Alemanha. Em 1862, ingressa no Instituto Politécnico de Zurique, para 
estudar matemática, transferindo-se logo depois para a Universidade de Berlim. Nessa 
universidade é aluno de matemáticos importantes como Ernst Kummer (1810-1893), Karl 
Weierstrass (1815-1897) e Leopold Kronecker (1823-1891).  
Em 1867, obtém o grau de doutor com uma tese sobre a teoria dos números, após o 
qual assume a posição de privatdozent na Universidade de Halle. Nas universidades alemãs, o 
privatdozent, que numa tradução literal significa professor particular, é um professor iniciante 
indicado e associado a uma universidade, porém pago diretamente pelos estudantes.  
No período entre 1867 e 1871, Cantor publica vários trabalhos em teoria dos números. 
Em seguida, inicia investigações sobre séries trigonométricas. É de 1874 seu primeiro 
trabalho sobre os conjuntos infinitos. Nesse trabalho Cantor introduz a noção de cardinalidade 
entre conjuntos quaisquer e a emprega para provar que os números algébricos podem ser 
colocados numa relação biunívoca com os números naturais. Também prova que não é 
possível estabelecer a mesma relação entre os naturais e qualquer intervalo de números reais. 
Em seguida, dá uma nova prova do Teorema de Liouville, segundo o qual existe um conjunto 
infinito de números transcendentes em qualquer intervalo.  
Em 1878, Cantor investiga e prova a existência de uma relação biunívoca entre 




Previamente aos trabalhos de Cantor, os conjuntos infinitos, pelo fato de terem uma 
infinidade de elementos, são considerados todos indistinguíveis e, desse ponto de vista, 
equivalentes. Cantor estabelece em seus trabalhos que esse não é o caso.  
Cantor morre em Halle, Alemanha, em 6 de janeiro de 1918, vítima de um ataque do 
coração. 
Os trabalhos de Cantor são a origem da teoria axiomática dos conjuntos e, por essa 
razão, ele é conhecido como o pai da teoria dos conjuntos.  
Uma excelente biografia de Cantor que discute de forma muito clara e interessante a 
origem e conseqüências dos seus resultados, do ponto de vista histórico e filosófico, é a 
referência [1]. 
 
O objetivo do presente trabalho é o de apresentar as definições e noções pertinentes 
para se entender os conjuntos infinitos, suas propriedades e trabalhar exemplos importantes 
desses conjuntos.  
 
O trabalho está organizado em cinco capítulos e um apêndice. No capítulo 1, a noção 
de conjunto é dada de forma intuitiva e são definidas as relações de pertinência, inclusão, 
união e interseção. Muito embora sejam bem conhecidas, optou-se por incluí-las para tornar a 
apresentação a mais auto-suficiente possível. É também definida a noção de função e, em 
especial, a de função bijetora, muito importante no estudo dos conjuntos. O capítulo 2 trata 
dos conjuntos finitos. Apesar de o objetivo principal aqui ser o de considerar os conjuntos 
infinitos, é importante primeiro estabelecer a definição e alguns resultados sobre os conjuntos 
finitos. No capítulo 3, define-se o que é um conjunto infinito e várias propriedades desses 
conjuntos são discutidas e provadas, e vários exemplos são trabalhados. No capítulo 4, as 
noções de enumerabilidade e não enumerabilidade são apresentadas e, também, vários 
exemplos importantes são dados. No capítulo 5, discute-se a noção de cardinalidade entre 
conjuntos. No apêndice são reunidos, sem demonstração, alguns resultados básicos que serão 
utilizados ao longo do texto. 
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1  NOÇÕES GERAIS SOBRE CONJUNTOS 
 
 
Nesse capítulo, é introduzida a noção de conjunto e são definidas as relações de 
pertinência, inclusão, união, interseção e função, importante para o estudo dos conjuntos. As 
referências básicas seguidas aqui são [10] e [13]. 
 
A noção de conjunto, em matemática, é considerada primitiva, ou seja, não se define o 
que seja um conjunto. Intuitivamente, um conjunto é uma coleção, ou grupo, ou lista de 
elementos que tem uma ou mais propriedades em comum. Admite-se, contudo, que há um 
conjunto especial que não possui elemento algum, chamado de conjunto vazio. 
Neste trabalho, os conjuntos são apresentados por letras maiúsculas A, B, C, ... e seus 
elementos com letras minúsculas a, b, x, y, ... Em especial, os símbolos φ, IN, Z, Q, IR - Q, e 
IR, já de uso comum, representam, respectivamente, o conjunto vazio, os conjuntos cujos 
elementos são os números naturais, os inteiros, os racionais, os irracionais e os reais. 
Conjuntos podem ser colocados em relação uns com os outros de várias maneiras, e a 
relação estabelecida entre eles é indicada por símbolos especiais que são definidos em 
seguida. 
 
Definição 1.1. A relação de pertinência é aquela que permite dizer que um determinado 
elemento x pertence ou não pertence a um conjunto A. Indica-se 
 
 x ∈ A (1.1) 
e lê-se “x pertence a A” ou, a sua negação, 
 x ∉ A (1.2) 
e lê-se “x não pertence a A”. 
 
Dizemos também, informalmente, que x está em A, ou que x é um elemento de A. 
Um conjunto A fica determinado, ou caracterizado, quando se estabelece uma regra que 




Exemplo 1.1. Seja A o conjunto dos segmentos de reta de comprimento igual a 2 cm. Esse 
conjunto está bem definido, pois x ∈ A quando x é um segmento de reta e seu comprimento é 
2 cm. Se x ∉ A, ou x não é um segmento de reta ou, se é, seu comprimento não é 2 cm. 
Pode-se representar um conjunto indicando-se 
 
 A = {a, b, c, ...} (1.3) 
 
onde a, b, c, denota alguns de seus elementos e o pontilhado indica que há outros. Ou através 
de uma propriedade comum de seus elementos. Nesse caso, indica-se 
 
 A = {x | x tem P} (1.4) 
 
e lê-se “A é o conjunto dos elementos x tal que tem a propriedade P”. A linha vertical lê-se 
“tal que”. 
 
Exemplo 1.2. Os conjuntos IN, Z, Q, IR - Q, IR podem ser indicados como 
 
 IN = {1, 2, 3, ..., n, ...} (1.5) 
   
 Z = {..., -2, -1, 0, 1, 2, ...} (1.6) 












   
 IR - Q = {x | x não é racional} (1.8) 
   
 IR = {x | x ∈ Q ou x ∈ (IR - Q)} (1.9) 
 
 
Definição 1.2. Diz-se que A é um subconjunto próprio de B quando todo elemento de A é 
também elemento de B, mas B possui elementos que não estão em A e, indica-se 
 




e lê-se “A está estritamente contido em B” ou “A está propriamente contido em B”, ou, 
simplesmente, “A é subconjunto próprio de B”. A relação (1.10) é chamada de relação de 
inclusão. Indica-se 
 A ⊄ B (1.11) 
 
e lê-se “A não está contido em B” quando A tem pelo menos um elemento que não pertence a 
B. Diz-se que A é igual a B e, indica-se 
 
 A = B (1.12) 
 
quando A e B são formados pelos mesmos elementos. Indica-se 
 
 A ⊆ B (1.13) 
 
e lê-se “A está contido em B” ou, simplesmente, “A é subconjunto de B” quando todo 
elemento de A é também elemento de B e há a possibilidade de ocorrer A = B. 
 
Exemplo 1.3. Os conjuntos IN, Z, Q, IR - Q e IR (ver Exemplo 1.2) satisfazem 
 
 IN ⊂ Z ⊂ Q ⊂ IR     e     IR - Q ⊂ IR (1.14) 
 
Exemplo 1.4. O conjunto dos quadrados é subconjunto próprio do conjunto dos retângulos. 
 
Exemplo 1.5. Seja A qualquer conjunto. Então A ⊆ A. 
 
Teorema 1.1. Sejam A e B dois conjuntos. Suponha A ⊆ B e B ⊆ A. Então A = B. 
 
Prova: Se A ⊆ B então todo elemento de A está em B. Da mesma forma, se B ⊆ A, então todo 
elemento de B está em A. Portanto, todo elemento de A e de B está tanto em A como em B, 




Exemplo 1.6. Seja B um conjunto qualquer. Pela Definição 1.2, um conjunto A não está 
contido em B, quando A tem pelo menos um elemento x tal que x ∉ B. O conjunto φ não tem 
elementos, e, por isso, não se pode dizer que φ tenha elementos não pertencentes a B. Logo,   
φ ⊆ B. Então, o conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto. 
 
Definição 1.3. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. A união de A com B é o conjunto 
formado pelos elementos que estão em A ou em B e, indica-se 
 
 A U B = {x | x ∈ A ou x ∈ B} (1.15) 
 
Dizer “x ∈ A ou x ∈ B” significa que pelo menos uma dessas duas alternativas é verdadeira, 
mas não está excluída a possibilidade de que x ∈ A e x ∈ B. 
 
Exemplo 1.7. Para A = {a, b, c, d} e B = {a, b, e, f, g} tem-se A U B = {a, b, c, d, e, f, g}. 
 
Exemplo 1.8. O conjunto IR dos números reais é a união do conjunto Q dos números 
racionais e do conjunto IR - Q dos números irracionais.  
 
 IR = Q U (IR - Q) (1.16) 
 
Definição 1.4. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. A interseção dos conjuntos A e B é o 
conjunto formado pelos elementos que estão em A e em B e, indica-se 
 
 A  B = {x | x ∈ A e x ∈ B} (1.17) 
 
Exemplo 1.9. Para os conjuntos A e B do Exemplo 1.7, A  B = {a, b}. 
 
Definição 1.5. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. A diferença entre os conjuntos A e B é o 
conjunto cujos elementos estão em A, mas não estão em B e, indica-se 
 




No caso particular em que B ⊆ A, o conjunto A – B é chamado de complementar de B em 
relação a A. 
 
Definição 1.6. O conjunto P (A) das partes de um conjunto A dado, é o conjunto de todos os 
subconjuntos de A e, indica-se 
 P (A) = {X | X ⊆ A} (1.19) 
 
Exemplo 1.10. Seja A = {a, b, c}. Então  
 
 P (A) = {φ, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {c, b}, A} (1.20) 
 
Note que os conjuntos φ e A são elementos de P (A); logo, P (A) é sempre não vazio para 
qualquer A. 
 
No que segue, é introduzida a noção de função, a qual é de grande importância para o estudo 
dos conjuntos. 
 
Definição 1.7. Dados dois conjuntos A e B, não vazios, uma relação f de A em B é chamada de 
função quando ela associa a cada x ∈ A um só y ∈ B e indica-se a lei de correspondência 
como y = f (x). O conjunto A é chamado domínio de f, B é chamado contradomínio de f e o 
conjunto dos elementos de B associados aos elementos de A, pela f, é chamado de imagem. 
Uma função f de A em B com a lei de correspondência y = f (x), é também indicada como 
 
 f : A → B  
 
               x → y = f (x) (1.21) 
 
Definição 1.8. Uma função f : A → B é sobrejetora quando para todo y ∈ B existe algum        
x ∈ A tal que f (x) = y. Em outras palavras, a função é sobrejetora quando o conjunto imagem 
é o próprio contradomínio.  
 
Exemplo 1.11. A função f : A → B onde A = {a, b, c} e B = {d, e} definida como                    
f (a) = f (b) = d e f (c) = e é sobrejetora, pois todo elemento de B é imagem, pela f, de algum 







Definição 1.9. Uma função f : A → B é injetora quando, dados x1, x2 ∈ A, x1  x2, tem-se          
f (x1)    f (x2) ou, se f (x1)  =  f (x2), tem-se que x1 = x2. 
 
Exemplo 1.12. A função do Exemplo 1.11 não é injetora, visto que f (a) = f (b) e a ≠ b. 
 
Exemplo 1.13. A função f : A → B onde A = {a, b} e B = {d, e, g} definida como f (a) = d,        






Definição 1.10. Uma função f : A → B é bijetora quando f é sobrejetora e injetora. Em outras 
palavras, uma função f : A → B é bijetora quando um único x ∈ A é associado a um único       
y ∈ B, e todo elemento de B está associado a algum elemento de A.  Por isso, a função bijetora 
também é chamada de uma relação biunívoca, ou ainda, uma relação um a um de A sobre B. 
 
Exemplo 1.14. As funções nos Exemplos 1.11 e 1.13 não são bijetoras. No Exemplo 1.11, 
mais de um elemento de A é associado a um mesmo elemento de B. No Exemplo 1.13, há um 















Exemplo 1.15. A função f : A → B onde A = {1, 2, 3} e B = {1, 4, 9}, definida como f (n) = n2 
é bijetora, pois elementos distintos de A têm imagens distintas em B, e todo elemento de B é 






É possível provar (Teorema A.3 do Apêndice) que se há uma função bijetora de A sobre B, 
esta não é única. No Exemplo 1.15, a função g definida como g (1) = 9, g (2) = 4 e g (3) = 1 é 









f A B 
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2 CONJUNTOS FINITOS 
 
 
Conforme já explicado na introdução, o estudo dos conjuntos infinitos é o principal 
objetivo deste trabalho. Contudo, algumas definições e noções a eles pertinentes, são 
extensões de definições e noções oriundas do estudo dos conjuntos finitos. Por essa razão, é 
importante dissertar um pouco sobre estes últimos. As referências aqui utilizadas são           
[11 – 13].  
 
Definição 2.1. Um conjunto X é chamado de finito quando é vazio ou quando existe uma 
função bijetora 
 ϕ : In → X (2.1) 
  
onde In = {1, 2, ..., n} para algum n ∈ IN. Diz-se, então, que X tem n elementos.  
 
Exemplo 2.1. Dado k ∈ IN, o conjunto X = {2, 3, ..., k + 1} é finito. A função ϕ : Ik → X 
definida como ϕ (n) = n + 1, n = 1, ..., k, é injetora pois, dados n1, n2 ∈ Ik, n1 < n2, para           
ϕ (n1) = ϕ (n2) tem-se ϕ (n1) = n1 + 1 e ϕ (n2) = n2 + 1, assim, n1 + 1 = n2 + 1 e, portanto,       
n1 = n2. É também sobrejetora, pois para todo n ∈ X, existe n’ = n - 1 ∈ Ik, tal que ϕ (n’) = n. 






Exemplo 2.2. Os quartos de um hotel estão todos numerados, sendo que para numerá-los são 
empregados os números naturais de 1 até um certo N. Então, o conjunto dos quartos é da 
forma X = {1, 2, ..., N}. A função ϕ : IN → X definida como ϕ (n) = n, é injetora, pois dados 











também sobrejetora, pois dado α ∈ X, existe n = α ∈ IN tal que ϕ (n) = α. Portanto, ϕ é 
bijetora. 
 
Teorema 2.1. Se X tem n elementos então P (X), o conjunto das partes de X, tem 2n 
elementos. 
 
Prova: Usando indução, suponha, primeiramente, que X = {x}. Nesse caso, 
 
 P (X) = {φ, {x}} (2.2) 
 
e P (X) tem 2 elementos. Suponha agora, que X tem n elementos, P (X) tem 2n elementos e 
seja 
 Y = X U {a} (2.3) 
 
Suponha que a ∉ X. Então, P (Y) é formado pelos 2n elementos de P (X), e pelas uniões de 
cada elemento de P (X) com {a}. Portanto, P (Y) tem 2n + 2n = 2n + 1 elementos.  
 
Para ilustrar, considere o seguinte exemplo: sejam os conjuntos X = {b, c} e Y = X U {a} = 
{a, b, c}. Então 
 
 P (X) = {φ, {b, c}, {b}, {c}} (2.4) 
e 
 P (Y) = {φ, {a, b, c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a}, {b}, {c}} (2.5) 
Note que 
 P (Y) = {φ, {b, c}, {b}, {c}}  U  {{a, b, c}, {a, b}, {a, c}, {a}} (2.6) 
 
 P (Y) = P (X)  U  {{a, b, c}, {a, b}, {a, c}, {a}} (2.7) 
e o conjunto 
 { } { } { } { }{ } { }( )          ,   ,   ,   ,   ,   ,  ,      









tem o mesmo número de elementos que o conjunto P (X). 
Outra prova do Teorema 2.1 utilizando a definição de conjunto finito, é a seguinte. 
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Suponha, como hipótese de indução, que P (X) é finito e tem 2n elementos. Denote 
seus elementos por SN, N = 1, 2, ..., 2n. Como P (X) é finito, então existe uma função bijetora 
 
 f : I k →  P (X)  
 
                     N → f (N) = SN (2.9) 
 
onde k ≡ 2n. Considere, agora, o conjunto 
 
 Y = X U {a} (2.10) 
com a ∉ X, e a função 
 ϕ : I2k →  P (Y)  
 









 ,       2     
 ,  












A função ϕ é injetora. Para prová-lo, sejam l1, l2 ∈ I2k e considere os seguintes casos: 
 
a) l1, l2 ∈ {1, 2, ..., 2n}. Nesse caso, ϕ (l1) = f (l1) e ϕ (l2) = f (l2). Como f é uma função 
injetora, f (l1) = f (l2), ϕ (l1) = ϕ (l2) e, assim l1 = l2. 
 
b) l1 ∈ {1, 2, ..., 2n}e l2 ∈ {2n + 1, ..., 2n + 2n}. Nesse caso, ϕ (l1) = f (l1) e                                
ϕ (l2) = f (l2 – 2n) U {a}. Pode ocorrer que l1 = l2 – 2n, apesar de l1 ≠ l2, ou l1 ≠ l2 – 2n, mas       
f (l1) ≠ f (l2 – 2n) U {a} pois a ∉ X. Então, ϕ (l1) ≠ ϕ (l2).  
 
c) l1, l2 ∈ {2n + 1, ..., 2n + 2n}. Nesse caso, ϕ (l1) =  f (l1 – 2n) U {a} e ϕ (l2) = f (l2 – 2n) U {a}. 
Como f é função injetora,  f (l1 – 2n) = f (l2 – 2n), ϕ (l1)  =  ϕ (l2) e, assim, l1 = l2. 
Os casos a), b) e c) implicam que ϕ é uma função injetora. 
 
Para provar que ϕ é sobrejetora, seja ϕ0 um elemento qualquer de P (Y) e verifica-se que 
existe l ∈ I2k tal que ϕ (l) = ϕ0. Pela definição de ϕ, tem-se que ϕ0 = f0 ou ϕ0 = f0 U {a} para 
20 
 
algum f0 ∈ P (X). Como f é uma função sobrejetora, existe l0 ∈ {1, 2, ..., 2n} tal que f0 = f (l0). 
No caso ϕ0 = f0, então ϕ0 = f0 = f (l0) = ϕ (l0). No caso ϕ0 = f0 U {a}, como f0 = f (l0) para        
l0 ∈ {1, 2, ..., 2n}, então l0 = l´ - 2n, para algum l´ ∈ {2n + 1, ..., 2n + 2n}, e ϕ0 = f0 U {a} =       
f (l´ - 2n) U {a} = ϕ (l´).  Então, existe l ∈ I2k tal que ϕ (l) = ϕ0. Portanto, ϕ é bijetora e P (Y) é 
finito e tem 2n + 1 elementos.  
 
Teorema 2.2. Dados os conjuntos X e Y e uma função bijetora f : X → Y, um desses conjuntos 
é finito se, e somente se, o outro também é. 
 
Prova: Suponha que X é finito e f : X → Y é uma função bijetora. Como X é finito, existe uma 





n       →→
ϕ
 (2.13) 
A função  
 f  ϕ : In → Y (2.14) 
 
é uma função bijetora, pois f e ϕ o são, pelo Teorema A.1 do Apêndice. Portanto, Y é finito. 
Suponha, agora, que Y é finito. Então, existe uma função bijetora ϕ : In → Y. Como f é 












A função  
 f -1  ϕ : In → X (2.16) 
 
é bijetora, pois f -1 e ϕ o são, pelo Teorema A.1. Portanto, X é finito.  
 
Teorema 2.3. Se Y é um conjunto finito então todo subconjunto próprio X ⊂ Y é finito.  
 
Prova: A prova é por indução no número de elementos do conjunto Y.  
Seja a ∈ Y. Então Y – {a} é finito. De fato, como Y é finito existe uma função bijetora             
f : In → Y, para algum n ∈ IN. Sem perda de generalidade, suponha que f (n) = a. No caso       
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n = 1, então Y – {a} = φ e Y é finito, por definição. No caso n > 1, considere a restrição de f a 
In - 1 e denote-a por g. A função g : In - 1 → Y – {a} é bijetora, logo Y – {a} é finito e tem n – 1 
elementos. 
Como hipótese de indução, suponha, agora, que a afirmação do Teorema vale para conjuntos 
com n elementos. Sejam Y um conjunto com n + 1 elementos e X um subconjunto próprio de 
Y. Então, existe a ∈ Y tal que a ∉ X e, portanto, X ⊆ Y – {a}. Como Y – {a} tem n elementos, 
então, pela hipótese de indução, X é finito.  
 
Teorema 2.4. Seja X um conjunto finito e A uma parte própria de X. Não existe uma função 
bijetora de A sobre X. 
 
Prova: Seja n o número de elementos de X e ϕ : In → X uma função bijetora. Suponha, por 













 f -1  ϕ : In → A (2.18) 
 
é uma função bijetora, pois f -1 e ϕ o são, pelo Teorema A.1 do Apêndice. Portanto, A tem o 
número de elementos igual ao número de elementos do conjunto X, o que contradiz o fato de 
que A é parte própria de X. Logo, não pode existir uma função bijetora de A em X.  
 
Definição 2.2. Um conjunto, não vazio, X ⊂ IN chama-se limitado quando existe p ∈ IN tal 
que p ≥ n, ∀ n ∈ X. 
 
Teorema 2.5. Um subconjunto, não vazio, X ⊂ IN é finito se, e somente se, é limitado. 
 
Prova: Como X é não vazio, 
 X = {x1, ..., xn} ⊂ IN (2.19) 
é finito, tomando  




tem-se que p ≥ x, para todo x ∈ X. Logo, X é limitado. Suponha, agora, X ⊂ IN e X limitado. 
Então existe k ∈ IN tal que k ≥ x, para todo x ∈ X. Logo, X ⊂ Ik, para algum k ∈ IN. Mas Ik é 
finito. Como X é subconjunto de Ik, X é finito, pelo Teorema 2.3.  
 
Do exposto acima, pode-se afirmar que, no caso de um conjunto finito qualquer, o conjunto 
todo é sempre maior que qualquer uma de suas partes próprias.  
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3 CONJUNTOS INFINITOS 
 
 
Os conjuntos infinitos, assunto deste capítulo, têm propriedades que surpreendem 
todos aqueles que os estudam pela primeira vez. Por exemplo, os elementos de um conjunto 
infinito podem ser colocados em relação biunívoca com os elementos de um de seus 
subconjuntos próprios. Essa é uma propriedade universal destes conjuntos, a qual pode ser 
colocada como a própria definição de conjunto infinito, em contraposição aos conjuntos 
finitos, onde tal relação biunívoca é impossível pelo Teorema 2.4. 
As contribuições mais importantes ao estudo dos conjuntos infinitos são devidas a 
Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845–1918), conhecido como o pai da teoria dos 
conjuntos. Vários dos seus resultados são discutidos aqui e nos próximos capítulos. As 
referências básicas mais consultadas foram [1 - 5], [11 - 13]. 
 
A definição básica de conjunto infinito a ser empregada aqui é a seguinte: 
 
Definição 3.1. Um conjunto X é infinito quando não é vazio e quando, dado n ∈ IN, qualquer, 
não existe uma função bijetora 
 
 ϕ : In → X (3.1) 
 
Exemplo 3.1. O conjunto IN dos números naturais é infinito. Dado n ∈ IN, arbitrário, seja     
ϕ : In → IN uma função qualquer e 
 p := ϕ (1) + ϕ (2) + ... + ϕ (n) (3.2) 
 
No caso n = 1, se ϕ é injetora, então o conjunto imagem de ϕ tem um único elemento, logo, ϕ 
não pode ser sobrejetora. Se ϕ é sobrejetora, ela não pode ser injetora. 
No caso n = 1, então ϕ não pode ser bijetora. 
Suponha agora n ≥ 2. Como ϕ (i) ∈ IN, para todo i ∈ In , então p ∈ IN. Além disso, p > ϕ (i), 
para todo i ∈ In. Desse modo, a função ϕ, qualquer que seja ela, não é sobrejetora, pois p é 
natural e não é imagem de nenhum i ∈ In. Portanto, qualquer que seja ϕ, e qualquer n ∈ IN, ϕ 




 Deve-se a Euclides (c. 350-275 a.C.) o exemplo a seguir. 
 
Exemplo 3.2. O conjunto dos números primos é infinito. De fato, seja X = {p1, ..., pk} um 
conjunto finito, não vazio, de números primos. O número 
 
 n = (p1. p2 ... pk) + 1 (3.3) 
 
possui um divisor primo q ≠ 1 (pois n > 1), pois pelo Teorema Fundamental da Aritmética 
(Teorema A.4 do Apêndice), todo número natural n pode ser decomposto em fatores primos. 
No entanto, q ∉ X, pois, do contrário, q seria divisor de n e do produto 
 
 p1. p2 ... pk (3.4) 
 
 e, também, da diferença 
 n - p1. p2 ... pk (3.5) 
 
que é igual a 1. Sendo assim, q dividiria 1, o que é impossível. Logo, podemos concluir que 
um conjunto finito não pode conter todos os números primos e, portanto, podemos concluir 
que não existe uma função bijetora de In sobre o conjunto dos números primos, qualquer que 
seja n. 
 
 Às vezes, pode ser difícil provar que um conjunto é infinito a partir da Definição 3.1. 
É importante, então, desenvolver outros critérios que facilitem a tarefa. Por exemplo, pelo 
Teorema 2.5, um conjunto X ⊂ IN é finito se, e somente se, é limitado. Portanto, se provarmos 
que um conjunto Y ⊂ IN não é limitado, então não pode ser finito. Usando essa mesma idéia, é 
possível uma outra prova de que o conjunto IN é infinito. Não existe p ∈ IN tal que p ≥ n, para 
todo n ∈ IN. Portanto, IN não é limitado; logo, não é finito. Então, IN é infinito. Essa 
observação vale apenas para subconjuntos de IN. Há exemplos de conjuntos infinitos que são 







Outro critério é o seguinte: 
 
Teorema 3.1. Se um conjunto tem um subconjunto infinito, então ele também é um conjunto 
infinito. 
 
Prova: Seja W = X U Y e suponha que X é um conjunto infinito. Suponha, por absurdo, que W 
é um conjunto finito. Então, pelo Teorema 2.3, todo subconjunto de W é finito, o que 
contradiz a hipótese de que X é infinito. Logo, W não pode ser finito.  
 
 Segue imediatamente do Teorema 3.1, que a união de um conjunto infinito com um 
conjunto finito e, a união de conjuntos infinitos, são todas conjuntos infinitos. Se for retirado 
um número finito de elementos de um conjunto infinito, ainda se obtém um conjunto infinito. 
De fato, seja A um conjunto infinito e X um conjunto finito. Como 
 
 A = (A – X) U X (3.6) 
 
A – X é um conjunto infinito, pois do contrário A também seria finito, o que contradiz a 
hipótese. 
 
Exemplo 3.3. O conjunto Z dos números inteiros, Q dos números racionais, IR dos números 
reais são conjuntos infinitos, pelo Teorema 3.1, pois 
 
 IN ⊂ Z ⊂ Q ⊂ IR (3.7) 
 
e  IN é infinito pelo Exemplo 3.1. 
 
Teorema 3.2. Dados os conjuntos X e Y e uma função bijetora f : X → Y, um desses conjuntos 
é infinito se, e somente se, o outro também é. 
 
Prova: Suponha X infinito e, por absurdo, que Y é finito. Pelo Teorema 2.2, então X também é 
finito, contradizendo a hipótese. Suponha que Y é infinito e, por absurdo, que X é finito. Pelo 




Exemplo 3.4. Todo intervalo I ⊆ IR, não degenerado, é um conjunto infinito. Para ver isso, 
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É fácil ver por indução, que a < xn < b, ∀ n ∈ IN. Como a < b, então 
 
 bbaa 22 <+<  (3.9) 
logo 
 bxa << 1  (3.10) 
Suponha, agora, que  
 bxa n << − 1   (3.11) 
Aplicando (3.11) a 
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e, portanto,  
 a < xn < b (3.14) 
Além disso, 
 1  −< nn xx  (3.15) 























 INnaxn ∈∀>−  ,  1   (3.17) 
 
já que axn >− 1  , pela (3.11), para todo n ∈ IN.  



















Usando a fórmula 
 

























A função  
 f : IN →  X  
 
                         n → f (n) = xn (3.21) 
 
onde X = {xn, n ∈ IN}, é injetora pois, dados i, j ∈ IN, i < j, para f (i) = f (j) tem-se f (i) = xi e   
f (j) = xj , assim, xi = xj e, portanto, pela (3.20), tem-se que 
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do que segue, por cálculo direto, que (2i - 2j) (a - b) = 0. Como a ≠ b, então 2i - 2j = 0.      
Logo, i = j. 
É também sobrejetora pois, dado 
0 
 nx ∈ X, existe n0 ∈ IN, dado por 
 
 ( ) ( )
2ln  











tal que f (n0) = 0  nx . Então, f é uma função bijetora. 
Pelo Teorema 3.2, X é um conjunto infinito. Ademais, X ⊂ I e, pelo Teorema 3.1, I é infinito. 
 
Pode-se concluir, do Exemplo 3.4, que qualquer intervalo não degenerado é um conjunto 
infinito. Observe, também, que se I = [a, b], o exemplo anterior ilustra o caso de um conjunto 




Exemplo 3.5. O conjunto dos pontos do quadrado [0, 1] × [0, 1] é infinito, já que o conjunto 











Os conjuntos infinitos têm uma propriedade inusitada que os caracteriza e os difere 
dos conjuntos finitos, que é a existência de uma função bijetora do conjunto sobre uma de 
suas partes próprias. Na verdade, prova-se que um conjunto é infinito se, e somente se, essa 
propriedade se verifica. Isso é provado mais adiante. Antes, porém, vários exemplos são 
trabalhados.  
 
Segundo a referência [1], deve-se a Galileu Galilei (1564-1642) o exemplo a seguir. 
 
Exemplo 3.6. É possível estabelecer uma relação biunívoca entre o conjunto dos números 
naturais e o conjunto de todos os seus quadrados: 
 
  1 4 9 16 25 36 49 ... n2 ...  
 
 
            




De fato, a função 










definida como ϕ (n) = n2, é bijetora. A função é injetora, pois dados n1, n2 ∈ IN, n1 < n2, para 
ϕ (n1)  =  ϕ (n2), tem-se ϕ (n1)  = n12 e ϕ (n2) = n22 , assim, n12 = n22 e, portanto, n1 = n2, pois   
n1, n2 ∈ IN. É sobrejetora, pois dado x ∈ X, existe n ∈ IN, xn = , tal que x = ϕ (n). Apesar 
de X ser um subconjunto próprio de IN, há tantos elementos em X como em IN.  
  
Exemplo 3.7. O conjunto { }     ,   3  INnX n ∈=   é um subconjunto próprio de IN. A função       
ϕ : IN → X, definida como ( ) nn  3   =ϕ  é injetora, pois dados i, j ∈ IN, i < j, para ϕ (i)
  
=  ϕ (j), 
tem-se ϕ (i) = 3i e ϕ (j) = 3j, assim, 3i = 
 
3j e, portanto, i
 
= j. É também sobrejetora, pois todo 
elemento de X é imagem, pela ϕ, de algum n ∈ IN. Dado  ϕ0 ∈ X, existe 030    log  ϕ=n  tal que 
 
  ( ) 0 0 0 3   ϕϕ == nn  (3.25) 
 
Exemplo 3.8. O conjunto dos números pares P e dos números ímpares I, são subconjuntos 
próprios de IN. As funções ϕP : IN → P, definida como ϕP (n) = 2n e ϕI : IN → I, definida 
como ϕI (n) = 2n - 1 são bijetoras, como é simples verificar. 
 
Segundo a referência [1], o exemplo a seguir, com a = 2, é devido a Bernhard 
Bolzano (1781-1848). 
 
Exemplo 3.9. O conjunto X = [0, 1] é subconjunto próprio de Y = [0, a], a > 1. No entanto, a 
função f : X → Y, definida como f (x) = ax é bijetora. Portanto, pela f, um único x ∈ X é 
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pipiX  é subconjunto próprio de IR. No entanto, a função 












 No que segue, prova-se a propriedade dos conjuntos infinitos mencionada 
anteriormente e ilustrada pelos exemplos. Precisa-se, para tanto, do resultado a seguir. 
 
Teorema 3.3. Seja X um conjunto infinito. Existe uma aplicação injetora f : IN → X. 
 
Prova: Seja x1 ∈ X, qualquer, e defina f (1) := x1. Defina, também, f (2) := x2, x2 ∈ A2, onde 
 
 A2 := X – {x1} (3.26) 
f (3) := x3, x3 ∈ A3, onde 
 A3 := X – {x1, x2} (3.27) 
 
e assim por diante, para cada n ∈ IN, defina f (n) := xn, xn ∈ An, onde 
 
 An := X – {x1, x2, ..., xn - 1} (3.28) 
 
Note que, se m < n, então m ≤ n – 1, e, portanto, 
 f (m) = xm ∈ {x1, x2, ..., xn - 1} (3.29) 
 









Exemplo 3.11. Seja I um intervalo, não degenerado, qualquer e a, b ∈ I, a < b. A função           
f : IN → I definida como f (n):= xn, onde xn é dado como na (3.8) do Exemplo 3.4, é uma 
função injetora, visto que f (n) < f (n - 1), para todo n ∈ IN. 
 
Exemplo 3.12. A função f : IN → IR definida como f (n) = n é injetora, pois f (n) < f (n + 1), 
para todo n ∈ IN.  
 
Teorema 3.4. Um conjunto X é infinito se, e somente se, existe uma função bijetora               
ϕ : X → Y sobre um subconjunto próprio, não vazio, Y ⊂ X. 
 
Prova: Suponha que X é um conjunto infinito. Pelo Teorema 3.3, existe uma função injetora 
 
 f : IN →  X  
 
                         n → f (n) := xn  (3.30) 
Considere o conjunto próprio de X, 
 Y = X – {x1} (3.31) 
e a função ϕ : X → Y definida como  
 















A função ϕ é injetora. Sejam x, y ∈ X e suponha ϕ (x) = ϕ (y). Observe que, pela definição de 
ϕ, não é possível ocorrer ϕ (x) = x, com x ≠ xn, ∀ n ∈ IN, e ϕ (y) = xj + 1, com y = xj, para 
algum j ∈ IN, pois, por hipótese, ϕ (x) = ϕ (y). Então, dois casos podem ocorrer. 
Caso 1. ϕ (x) = x e ϕ (y) = y com x, y ≠ xn, ∀ n ∈ IN. Como ϕ (x) = ϕ (y), segue que x = y. 
Caso 2. ϕ (x) = xi + 1 = f (i + 1), para algum i ∈ IN e x = xi, e ϕ (y) = xj + 1 = f (j + 1), para algum 
j ∈ IN, e y = xj. 
Pela definição de ϕ, x = xi = f (i) e y = xj = f (j). Ademais, por hipótese, ϕ (x) = ϕ (y) e 
 




Como f é uma função injetora, então para f (i) = f (j) tem-se i = j e, portanto, xi = xj, donde      
x = y. 
Para provar que ϕ é sobrejetora, seja y ∈ Y. Se y ∉ Im f, então, pela definição de ϕ, existe       
y ∈ X tal que ϕ (y) = y. Se y ∈ Im f, então y = f (m), para algum m ∈ IN e, pela definição de ϕ, 
 
 f (m) = ϕ (f (m – 1)) (3.34) 
 
Portanto, existe x = f (m – 1) ∈ X tal que ϕ (x) = y. Assim, todo y ∈ Y é imagem de algum       
x ∈ X e, conclui-se que ϕ é sobrejetora e, por ser também injetora, é bijetora. 
Suponha, agora, que existe uma função bijetora ϕ : X → Y onde Y é um subconjunto próprio 
de X. Pelo Teorema 2.4, não pode existir uma função bijetora entre um conjunto finito e uma 
parte própria do mesmo. Logo, X é infinito.  
 
Note o leitor que, em virtude do teorema anterior, no caso dos conjuntos infinitos não 
é verdade que o conjunto todo é “maior” que qualquer de suas partes próprias. 
  
O seguinte exemplo, formulado por Cantor (1845-1928), é completamente contra 
intuitivo. Para ser formulado, precisa-se do seguinte resultado sobre a representação decimal 
dos números reais (ver também Teorema A.6 do Apêndice). 
Seja X = {0, 1, 2, ..., 9} e D o conjunto de todos os números da forma 
 
 0, a1 a2 a3 ... ai ...,        ai ∈ X (3.35) 
 
Considere agora, o conjunto D* que se obtém de D, eliminando-se todos aqueles elementos 
onde ai = 9, para todo i ≥ i0, para algum i0 ≥ 1. Então, existe uma função bijetora 
 
 f : D* →  [0, 1]  
 
                      d → f (d) (3.36) 
 
O número d ∈ D* é chamado de representação decimal do número real f (d) e, a representação 
de um número real x ∈ [0, 1], pela f, é única. 
 Note, o leitor, que essa representação não é única se a função f estiver definida em D, 
no lugar de D*. Por exemplo, 
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 1 = 1, 000...      e      1 = 0, 999... (3.37) 
 
 No exemplo que segue, a representação decimal é aquela definida pela f : D* → [0, 1]. 
 
Exemplo 3.13. Já foi verificado anteriormente que o intervalo I = [0, 1] é um conjunto 
infinito e, portanto, o conjunto A = {0} × [0, 1] também é. Da mesma forma, o quadrado       
Q = [0, 1] × [0, 1] é infinito, pois A ⊂ Q. Seja (x, y) ∈ Q. Pelo Teorema da Representação 
Decimal, x e y podem ser representados unicamente (ver observação após o Teorema 3.4) 
como 
 x = 0, a1 a2 a3... (3.38) 
   
 y = 0, b1 b2 b3... (3.39) 
 
Seja ϕ : Q → I, a função definida como 
 
 ϕ (x, y) = 0, a1 b1 a2 b2 a3 b3... (3.40) 
 
Pelo Teorema da Representação Decimal, existe um único z ∈ I tal que z = ϕ (x, y). Assim, a 
função ϕ é bijetora, e pode-se concluir que há tantos pontos em Q quanto em I. 
 
 O exemplo 3.13 mostra que há tantos pontos no lado de um quadrado quantos são os 
pontos no quadrado todo. O mesmo resultado vale para a reta e o plano. Em outras palavras, o 
plano pode ser mapeado por uma função bijetora sobre a reta. Desta forma, “dimensão não é 
em geral preservada através de aplicações bijetoras” [2]. Segundo relatos históricos, este 




4 CONJUNTOS ENUMERÁVEIS E NÃO ENUMERÁVEIS 
 
 
 Neste capítulo, definem-se as noções de conjunto infinito enumerável e de conjunto 
não enumerável.  
Intuitivamente, um conjunto infinito é enumerável quando é possível indexar os seus 
elementos com os números naturais. Quando isso não é possível, diz-se que o conjunto é não 
enumerável. 
As definições precisas são as que veremos a seguir. As referências consultadas são [2], 
[4 - 5], [9], [11 - 15]. 
 
Definição 4.1. Um conjunto X diz-se enumerável quando é finito ou quando existe uma 
função bijetora f : IN → X. Nesse último caso, X é também chamado de um conjunto infinito 
enumerável. 
 
Quando existe a função bijetora f : IN → X, ela se constitui numa enumeração ou indexação 
dos elementos de X, e pode-se representar X como  
 
 X = {x1, x2, ... , xn, ...} (4.1) 
onde xn := f (n). 
 
Exemplo 4.1. O conjunto IN dos números naturais é um conjunto infinito enumerável. A 
função f : IN → IN definida como f (n) = n é bijetora. Nesse caso, 
 
 IN = {x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3, ...} (4.2) 
 
Exemplo 4.2. O conjunto Z dos números inteiros é infinito enumerável, pois a função              
f : IN → Z, definida como  
 























     n par 
 
(4.3) 
é bijetora.  
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 Observe que, pela f, os números naturais ímpares são associados aos números inteiros 
não negativos; e os números naturais pares, aos inteiros negativos. 
 
  0 -1 1 -2 2 -3 3 ...    
 
 
            




Teorema 4.1. Todo conjunto infinito tem um subconjunto enumerável. 
 
Prova: Seja X um conjunto infinito qualquer. Pelo Teorema 3.3, existe uma função injetora     
f : IN → X. O conjunto 
 X´ = {x1, x2, ... , xn, ...} (4.4) 
 
onde xn := f (n) é enumerável. Logo, um conjunto infinito tem sempre um subconjunto 
enumerável.  
 
Exemplo 4.3. Seja k ∈ IN, 
 H = { k + i | i = 1, 2, ...} (4.5) 
 
e a função bijetora f : IN → H definida como f (n) = n + k. O conjunto H é, então, um conjunto 
infinito enumerável. 
 
Exemplo 4.4. A seguinte anedota baseia-se na função do Exemplo 4.3. 
Um hotel possui um conjunto infinito enumerável de quartos. Certo dia, um grupo de  
k pessoas em excursão, chega ao hotel e solicita quartos para todos do grupo. O gerente, 
desculpando-se, diz que todos os quartos já estão ocupados. O chefe do grupo, então, explica 
ao gerente que como o hotel tem infinitos quartos, basta, por exemplo, que o ocupante do 
quarto número 1 vá para o quarto de número k + 1, o ocupante do quarto número 2 vá para o 
quarto de número k + 2, o ocupante do quarto k – 1 vá para o quarto de número 2k – 1, o 
cupante do quarto k vai para o quarto 2k, e assim por diante. Ficarão k quartos livres que 







O hotel da anedota é conhecido pelo nome de Hotel Hilbert, pois de acordo com a 
referência [1], o matemático David Hilbert (1862-1943) gostava de contá-la.  
 
Teorema 4.2. Seja X um subconjunto qualquer de IN. Então, X é enumerável. 
 
Prova: Se X é finito, então, por definição, ele é enumerável. Suponha X infinito. Chame x1 o 
menor elemento de X. Defina x2 como sendo o menor elemento do conjunto  
 
 A2 = X – {x1}  (4.6) 
 
A existência deste elemento mínimo é garantida pelo Teorema A.7 do Apêndice. 
Em seguida, defina x3 como sendo o menor elemento do conjunto 
 
 A3 = X – {x1, x2} (4.7) 
 
e, assim por diante, defina xn como sendo o menor elemento do conjunto 
 
 An = X – {x1, x2, ..., xn - 1}  (4.8) 
 
Note que  
 x1 < x2 < x3 < ... < xn - 1  (4.9) 
 
Continuando este processo, obtém-se o conjunto infinito enumerável 
1 2 3 k–1 
 
k k+1 k+2 k+3 2k-1 2k 
... ... ... 
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 X’ = {x1, x2, x3, ..., xn, ...} ⊆ X (4.10) 
 
 Prova-se, em seguida, que também X ⊆ X´. Suponha, por absurdo, que existe x ∈ X tal 
que x ∉ X’. Nesse caso, x ∈ An, ∀ n ∈ IN e, por isso, x > xi, ∀ xi ∈ X’, o que implica que X’ é 
limitado; logo, não é infinito, contradizendo o resultado anterior de que X’ é infinito. Portanto, 
não pode haver x ∈ X tal que x ∉ X’. Então, X ⊆ X’. Como anteriormente já foi provado que 
X’ ⊆ X, segue que X = X’, pelo Teorema 1.1. Então, todo subconjunto X ⊆ IN é enumerável.  
 
Corolário 1. Seja f : X → Y uma função injetora. Suponha que Y é enumerável. Então, 
 
i) X também é enumerável; 
ii) Todo subconjunto de um conjunto enumerável é enumerável. 
 
Prova de i): Sendo Y enumerável, existe uma função bijetora g : IN → Y; logo, existe                   





      
1 −
→→  (4.11) 
 
Como f pode não ser sobrejetora, tem-se que a função 
 
 h = g -1  f : IN´ ⊆ IN (4.12) 
 
é uma função bijetora de X em algum subconjunto IN’ ⊆ IN. Logo, existe h -1 : IN’ → X. Pelo 









→→  (4.13) 
A função 
 h -1  w : IN → X (4.14) 
 




Prova de ii): Basta tomar X ⊂ Y e f : X → X ⊂ Y, definida como f (x) = x. Como f é injetora, 
pelo resultado i), segue que X é enumerável.  
 
Corolário 2. Seja f : X → Y uma função sobrejetora e suponha X um conjunto enumerável. 
Então, Y também é. 
 
Prova: Como f é sobrejetora, todo y ∈ Y é imagem, pela f, de algum x ∈ X. Como f pode não 
ser injetora, é possível que mais de um elemento x ∈ X seja associado a um único y ∈ Y. 
Nesse caso, defina a função g : Y → X da seguinte forma: se y ∈ Y e é imagem, pela f, de um 
único x ∈ X, defina g (y) := x. Se y ∈ Y e é imagem, pela f, de dois ou mais elementos de X, 
por exemplo x1, x2, ..., xn, escolha um deles, por exemplo x2, e defina g (y) := x2. Dessa forma 
obtemos uma aplicação que associa a cada y ∈ Y um único x ∈ X, com a propriedade de que 
 
 f ( g (y)) = y (4.15) 
 
para todo y ∈ Y. A função g é injetora, por construção. Por i), do Corolário 1, Y é também 
enumerável.  
 
Teorema 4.3. O conjunto IN × IN é enumerável. 
 
Prova: A função ψ : IN × IN → IN definida como ψ (m, n) = 2m. 3n é injetora, pois dados i, j, 
k, l ∈ IN, ψ (i, j) = 2i 3j = 2k 3l = ψ (k, l). Pelo Teorema Fundamental da Aritmética (Teorema 
A.4 do Apêndice) i = k e j = l. Assim, tem-se que (i, j) = (k, l). O Corolário 1, então, implica 
que IN × IN é enumerável, pois IN é enumerável.   
 
Corolário 3. (do Teorema 4.2) Dados dois conjuntos enumeráveis X e Y, o produto 
cartesiano X × Y é enumerável. 
 
Prova: Como X e Y são enumeráveis, existem funções bijetoras f : IN → X e g : IN → Y.       
A função 




 h (m, n) = ( f (m), g (n) ) (4.17) 
 
também é bijetora e, portanto, é sobrejetora. Como IN × IN é enumerável pelo Teorema 4.3, 
então, pelo Corolário 2, X × Y é enumerável.  
 
Corolário 4. (do Teorema 4.2) Seja {X1, X2, ..., Xn, ...} um conjunto enumerável de conjuntos 














Prova: Como Xi , i = 1, 2, ... são conjuntos enumeráveis, existe, para cada i, uma função 
bijetora fi : IN → Xi. Portanto, as funções fi também são sobrejetoras. A função                         
f : IN × IN → X, definida como f (m, i) = fi (m), é sobrejetora. O Corolário 2 garante que X é 
enumerável. 

















onde Xn ≡ XN, ∀ n ≥ N, então pelo Corolário 4, a união finita de conjuntos enumeráveis 
também é enumerável.  
 















é um conjunto infinito enumerável.  
 
Prova: Seja +Q  o conjunto dos números racionais positivos, −Q  o conjunto dos números 
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Note que Qn é finito, pois o conjunto das partições de um número n ∈ IN, fixo, em duas 















e, portanto, +Q  é a união enumerável de conjuntos enumeráveis. Logo, +Q  é enumerável pelo 








Q é um conjunto infinito enumerável.  
 
Cantor (1845-1918) descobriu que existem conjuntos que não são enumeráveis. Dito 
de outra forma, há conjuntos cujos elementos não podem ser indexados com os números 
naturais.  
 
Teorema 4.5. (Cantor) O conjunto dos números reais não é enumerável.  
 
Prova: Sem perda de generalidade, considere o intervalo [0, 1]. Pelo Teorema da 
Representação Decimal (Teorema A.6 do Apêndice), cada r ∈ [0, 1] tem uma única 
representação decimal da forma 
 r = 0, a b c... (4.25) 
 




 r1 = 0, a1 b1 c1 ...  
 r2 = 0, a2 b2 c2 ...  
 r3 = 0, a3 b3 c3 ... (4.26) 
 
        
Considere agora o número 
 0, α1 α2 α3 ... (4.27) 
 
onde α1 ≠ a1, α2 ≠ b2, α3  ≠ c3, ... 
Há nove possibilidades para cada dígito em (4.27). Obtém-se, assim, um conjunto de números 
todos distintos de r1, pois α1 ≠ a1; e todos distintos de r2, pois α2 ≠ b2; e assim por diante. Os 
números reais da forma (4.27) não pertencem à lista (4.26), o que contradiz a hipótese da 
enumerabilidade e de que (4.26) seja a lista completa dos números reais em [0, 1]. Portanto, 
essa hipótese não pode ser mantida. Conclui-se, então, que o conjunto dos números reais não 
é enumerável.  
 
Teorema 4.6. (Cantor) O conjunto IR - Q dos números irracionais é um conjunto infinito não 
enumerável.  
 
Prova: De fato, como IR não é enumerável e Q é enumerável, e IR = Q U (IR - Q), então      
IR - Q não pode ser enumerável, pois do contrário, IR seria enumerável, pelo Corolário 4.  
 
Outros exemplos de conjuntos não enumeráveis são os seguintes. 
 
Exemplo 4.5. Seja S o conjunto de todas as funções da forma 
 
 s : IN → {0, 1}  
 
    n → s (n) (4.28) 
por exemplo, a função s dada como 
 ( ) ( )
2









 s (n) = 0,  ∀ n ∈ IN (4.30) 
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 s (n) = 1,  ∀ n ∈ IN (4.31) 
   
 ( ) ( )
2
1   1
  







Cada uma das funções s acima determina uma seqüência da forma 
 
 s = ( s (1), s (2), ..., s (n), ...) (4.33) 
 
cujos elementos são 0 ou 1. No caso da seqüência definida pela (4.29), 
 
 )( ,  ...1,  0,  1,  0,  1,  0=s  (4.34) 
e, no caso da seqüência (4.32) temos 
 )( ,  ...0,  1,  0,  1,  0,  1 =s  (4.35) 
 
O conjunto S não é enumerável. Para provar isso, suponha por absurdo, que S é enumerável. 
Nesse caso, pode-se listar os elementos de S: 
 
 )( ... ,  ,  ,    1312111 ssss =   
 )( ... ,  ,  ,    2322212 ssss =   
 )( ... ,  ,  ,    3332313 ssss =  (4.36) 
 
             
 
Defina, agora, a seqüência α, onde 
 
 α = ( α (1), α (2), ... , α (n), ...) (4.37) 
 
e α (1) ≠ s11, α (2) ≠ s22, α (3) ≠ s33 e, assim por diante, α (n) ≠ snn. A seqüência α não está na 
lista (4.36). Podemos concluir que um conjunto S enumerável não pode conter todas as 
seqüências possíveis. Assim, a hipótese de que S é enumerável não pode ser mantida. Logo, S 




Definição 4.2. Um número real α é chamado de algébrico se é raiz de algum polinômio com 
coeficientes inteiros. 
 
Exemplo 4.6. Qualquer número racional 
q
p
=α  é um número algébrico, pois é raiz da 
equação 0 =− pxq . 
 
Exemplo 4.7. O número irracional 2=α  é algébrico, pois é raiz da equação 02 2 =−x . 
 
Definição 4.3. Um número real que não seja algébrico é chamado de um número 
transcendente. 
 
Teorema 4.7. (Cantor) O conjunto de todos os números algébricos é enumerável. 
 
Prova: Considere o polinômio 
 
 ( ) 01      ...  axaxaxp nnn +++=  (4.38) 
 
cujos coeficientes 01  ,  ... ,  ,  aaa nn −  são números inteiros. Defina a “altura” de ( )xpn   como 
sendo o número 
 naaap n           ...      :  01 ++++=  (4.39) 
 
Pelo Teorema Fundamental da Álgebra (Teorema A.5. do Apêndice), a equação ( ) 0  =xp  
tem n raízes complexas. Observe que para   p  fixado, o número de polinômios com esta 
mesma altura é finita; por exemplo, para 3  =p , há 4 polinômios, a saber, 
 
 2x,     x + 1,     x – 1     e     x2 (4.40) 
 
Portanto, o conjunto de todas as raízes dos polinômios com uma mesma altura, é um conjunto 
finito, que é um conjunto enumerável. Então, o conjunto de todas as raízes de todos os 
polinômios de todas as alturas é a união enumerável de conjuntos enumeráveis, que pelo 
Corolário 4, é enumerável.  
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Teorema 4.8. O conjunto dos números transcendentes é não vazio e não enumerável. 
 
 Denote por A e T os conjuntos de todos os números algébricos e transcendentes, 
respectivamente. 
Prova: Pelo Teorema 4.7, o conjunto A é enumerável. Também, pelo Teorema 4.5, o conjunto 
IR dos números reais não é enumerável. Como IR = AUTentão o conjunto T é não vazio e, 
também, não enumerável pois, do contrário, IR seria enumerável.  
 
Exemplo 4.8. Os números  e, base dos logaritmos naturais, pi, log 2, 2 2 , e  epi são números 






A noção de cardinalidade entre dois conjuntos quaisquer, é devida a Cantor (1845-
1918) que a empregou com o objetivo de classificar os conjuntos infinitos e mostrar que dois 
conjuntos infinitos podem não ser equivalentes. 
A definição de cardinalidade entre conjuntos é a seguinte: 
 
Definição 5.1. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer.  
 
i) Diz-se que A e B têm a mesma cardinalidade quando existe uma função bijetora de A sobre 
B e, nesse caso, indica-se 
 
 Card (A) = Card (B) (5.1) 
 
ii) Indica-se 
 Card (A) ≤ Card (B) (5.2) 
 
quando existe uma função bijetora de A sobre um subconjunto de B.  
 
iii) Indica-se 
 Card (A) < Card (B) (5.3) 
 
quando existe uma função bijetora de A sobre um subconjunto próprio de B.  
 
Definição 5.2. Diz-se que dois conjuntos A e B quaisquer são equivalentes quando 
 
 Card (A) = Card (B) (5.4) 
 






Teorema 5.1. Sejam A e B dois conjuntos finitos. Então, 
 
 Card (A) = Card (B) (5.5) 
 
se, e somente se, A e B têm o mesmo número de elementos. 
 
Prova: Suponha, primeiramente, que vale a (5.5). Então, existe uma função bijetora                
f : A → B. Como A e B são finitos, existem funções bijetoras 
 
 g : In → A (5.6) 
e 
 h : Im → B (5.7) 
 











   
A função 
 h - 1  f  g : In → Im (5.9) 
   
por ser composição de funções bijetoras, também é bijetora. Pelo Teorema 2.4, In não pode ser 
parte própria de Im. Da mesma forma, Im não pode ser parte própria de In; logo m = n. 
Suponha, agora, que A e B têm o mesmo número n de elementos. Como A e B são finitos, 
existem as funções bijetoras 
 
 f : In → A (5.10) 
e 
 g : In → B (5.11) 
 
















 f  g - 1 : B → A (5.13) 
 
é bijetora, pois é composição de funções bijetoras; logo, A e B têm a mesma cardinalidade.  
 
 Com base no Teorema 5.1, pode-se definir cardinalidade de um conjunto finito, 
qualquer, como sendo o número de seus elementos. Assim, os conjuntos finitos podem ser 
classificados de acordo com o número ou quantidade de elementos que eles contêm. 
 As classes de equivalência, nesse caso, são indexadas com os números 0, 1, 2, ..., n, ..., 
onde n representa a classe de equivalência cujos elementos são todos os conjuntos com n 
elementos. Em particular, o 0 (zero) simboliza a classe de equivalência cujo único elemento é 
o conjunto vazio. 
 
Teorema 5.2. Dois conjuntos infinitos enumeráveis quaisquer, A e B, têm a mesma 
cardinalidade. 
 
Prova: Como A e B são enumeráveis, existem funções bijetoras 
 
 f : IN → A (5.14) 
e 
 g : IN → B (5.15) 











 f  g - 1 : B → A (5.17) 
 
é bijetora, pois f e g - 1 o são. Então, 
 
 Card (A) = Card (B) (5.18) 
 
Conclui-se que todos os conjuntos infinitos enumeráveis são equivalentes entre si e estão 
numa mesma classe de equivalência. Por exemplo, os conjuntos IN, Z, Q. 
 A classe dos conjuntos enumeráveis é simbolizada por 0 e lê-se “alef zero”. 
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Teorema 5.3. Não é possível um conjunto infinito A tal que 
 
 Card (A) < Card (IN) (5.19) 
 
Prova: Suponha que A é um conjunto infinito e que existe uma função bijetora sobre um 
subconjunto próprio B de IN. B é enumerável, pois pelo Teorema 4.1, qualquer subconjunto 
de IN é enumerável e, por isso, A é enumerável também; logo,  
 
 Card (A) = Card (IN) (5.20) 
 
A conclusão a que se chega, portanto, é a de que os conjuntos infinitos enumeráveis 
são os “menores” conjuntos infinitos possíveis. 
 
No capítulo anterior foi provado que o conjunto dos números reais é não enumerável. 
Pode-se concluir, então, que o conjunto IR dos números reais não pertence à classe dos 
conjuntos enumeráveis e 
 Card (IN) < Card (IR) (5.21) 
 
Definição 5.4. Diz-se que um conjunto A pertence à classe do contínuo quando 
   
 Card (A) = Card (IR) (5.22) 
 
Essa classe é, geralmente, simbolizada pela letra c. 
 
Cantor (1845-1918) provou o seguinte teorema. 
 
Teorema 5.4. Seja B = P (A) o conjunto das partes de um conjunto A qualquer. Então, 
 
 Card (A) < Card (B) (5.23) 
 
Prova: Cada elemento s ∈ A pode ser colocado em correspondência biunívoca com o 
elemento {s} ∈ B, pela função ϕ : A → B definida como ϕ (s) = {s}. Todo elemento s ∈ A 
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tem uma imagem em B, pela ϕ, mas nem todo b ∈ B é imagem de algum s ∈ A, por exemplo,       
b = A. Pela iii) da Definição 5.1, segue o resultado.  
 
 Observe o leitor que no caso de conjuntos finitos, já se provou no capítulo 2 que, se A 
tem n elementos, P (A) tem 2n elementos. 
 
 Pelo Teorema 5.4, é possível construir toda uma hierarquia de conjuntos infinitos. 
Dado um conjunto infinito, qualquer, A, os conjuntos P(A), P(P(A)), ..., são conjuntos 
infinitos de cardinalidade cada vez maior. 
 
 Um problema famoso e ainda sem solução é o de saber se existe algum conjunto X tal 
que 
 Card (IN) < Card (X) < Card (IR) (5.24) 
 
 Chama-se “A Hipótese do Contínuo” a conjectura de que não existe nenhum conjunto 
X cuja cardinalidade satisfaça a desigualdade (5.24). 
 
Exemplo 5.1. Os intervalos (a, b) e (c, d) com a < b, c < d, a ≠ c e b ≠ d têm a mesma 
cardinalidade. A função 
 f : (a, b)  →  (c, d) (5.25) 
definida como 
 ( ) ( ) cax
ab
cd












é uma função bijetora de (a, b) sobre (c, d). 
 
Exemplo 5.2. Cada um dos intervalos seguintes tem a mesma cardinalidade que o conjunto 
IR: 
 [a, b] ,     [a, b) ,     (a, b) ,     (a, b] (5.27) 
 





 f : [0, 1]  →  [a, b] (5.28) 
 f : [0, 1)  →  [a, b) (5.29) 
 f : (0, 1)  →  (a, b) (5.30) 
 f : (0, 1]  →  (a, b] (5.31) 
dadas como 
 f (x) = a + (b – a) x (5.32) 
 
são bijetoras. Portanto, os intervalos 
 
 [0, 1] ,     [0, 1) ,     (0, 1) ,     (0,1] (5.33) 
têm a mesma cardinalidade que 
 [a, b] ,     [a, b) ,     (a, b) ,     (a, b] (5.34) 
respectivamente. 
 
Considere, agora, as funções bijetoras 
 f1 : [0, 1]  →  (0, 1) (5.35) 
 f2 : [0, 1]  →  [0, 1) (5.36) 


































    =  , n ∈ IN 
 
se x ≠ 0, 
n
1































≠  , n ∈ IN 
 
(5.39) 
    
              f3 (x) = 1 - x (5.40) 
 
Pode-se concluir que os intervalos  
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 [0, 1] ,     [0, 1) ,     (0, 1) ,     (0,1] (5.41) 
têm a mesma cardinalidade. 
 
Considere, agora, a função bijetora 
 h : (0,1) → IR  
 









       
pi







Portanto, como os intervalos  
 [0, 1] ,     [0, 1) ,     (0, 1) ,     (0,1] (5.43) 
 
têm a mesma cardinalidade, segue pela h que os intervalos  
 
 [a, b] ,     [a, b) ,     (a, b) ,     (a, b] (5.44) 
 






O infinito sempre foi objeto de estudos de matemáticos e filósofos desde a 
antiguidade. Entre outros, pode-se mencionar Zenão, Euclides, Galileu Galilei, Bolzano, 
Dedekind e Cantor. 
Cantor foi quem contribuiu definitivamente sobre conjuntos infinitos, abrindo muitas 
portas para a matemática moderna. Os seus trabalhos são a origem da teoria dos conjuntos. 
O presente trabalho enfocou alguns dos resultados importantes de Cantor sobre os 
conjuntos infinitos, suas propriedades e classificação. A introdução de diversos conceitos 
básicos no início do trabalho formou o terreno adjacente que facilita o entendimento das 
propriedades de conjuntos finitos e, por conseguinte, de conjuntos infinitos. Os conceitos de 
enumerabilidade de conjuntos, a existência de conjuntos não enumeráveis e cardinalidade de 
conjuntos, também foram discutidos.  
Alguns exemplos e tópicos importantes foram omitidos. Estes podem ser explorados 
em outros trabalhos; como o conjunto de Cantor, que é exemplo de conjunto não enumerável; 
a prova de que o conjunto das partes do conjunto dos naturais tem a mesma cardinalidade do 
conjunto dos números reais; a teoria dos números transfinitos, entre outros. 
 A elaboração deste trabalho trouxe enriquecimento à minha formação matemática. 
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APÊNDICE A – Resultados básicos 
 
 
Neste apêndice são apresentados, sem prova, alguns resultados utilizados ao longo do  
trabalho, sobre composição de funções e os teoremas fundamentais da álgebra e da aritmética. 
O material pode ser encontrado em [9], [10] e [15]. 
 
Definição A.1. Sejam f : A → B e g : B → C funções. Chama-se função composta de g e f a 
função h : A → C definida como h (x) = g ( f (x)). A função h pode ser indicada por h = g  f  
e lê-se “g composta com f”,ou  h (x) = (g  f) (x). 
 
Teorema A.1. Sejam f : A → B e g : B → C funções bijetoras. Então a composta                     
g   f  : A → C também é.  
 
Definição A.2. Seja f : A → B uma função. Se existir uma função g : B → A tal que 
 
i) g ( f (x)) = x, ∀ x ∈ A 
ii) f ( g (y)) = y, ∀ y ∈ B 
 
então dizemos que f é inversível e que g é a função inversa de f. Nesse caso, indica-se g = f -1.                        
 
Teorema A.2. Uma função f : A → B é inversível se, e somente se, f é bijetora.  
 
Teorema A.3. Seja f : X → Y uma função bijetora tal que f (a) = b’ e f (a’) = b. Então existe 
uma função g : X → Y tal que g (a) = b e g (a’) = b’ e g coincide com f sobre os demais 
elementos de X. A função g também é bijetora.  
 
Teorema A.4 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo número natural pode ser 
decomposto unicamente como um produto de números primos, ou seja, dado n ∈ IN, existem 




 ( ) ( ) ( ) kekee pppn   2 1    ...           21=  (A.1) 
 
Exemplo A.1. 324 = 22 . 34 
 








 + ... + a1 x + a0 = 0 (A.2) 
 
onde an, an – 1, ..., a0 são números reais, tem n raízes complexas.  
 
 
Seja X = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} e D, o conjunto de todos os números 
 
 x = 0, a1 a2 a3 ... ai ...        , ai ∈ X (A.3) 
 
Considere, agora, o conjunto D* que se obtém de D eliminando-se todos aqueles elementos 
onde ai = 9, para todo i ≥ i0, para algum i0 ≥ 1.  
 
Teorema A.6 (Teorema da Representação Decimal). Existe uma função bijetora 
 
 f : D* → [0, 1]  
 
    d → f (d) (A.4) 
 
O número d ∈ D* é chamado de representação decimal do número real f (d) ∈ [0, 1].  
 
O Teorema A.6 garante que todo número real x ∈ [0, 1] pode ser representado unicamente por 
algum d ∈ D*. 
 
Teorema A.7 (Princípio da Boa Ordenação). Todo subconjunto não vazio do conjunto dos 
naturais possui um elemento mínimo.  
